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Lecon 224 - Exemples de développements asymptotiques de suites et de
fonctions.

Développements asymptotiques de fonctions. —
I =]a, b un intervalle,ce€ I, f: I - R, neN.

Développement limité. —

— Def : Développement limité : On dit que f admet un DI, (c) s’il exise une fonction
polyndmiale de R,,[X] et une fonction € : I — R avec e(x) —,— 0, telles que Va € I,
f(z) = Plx —c¢) + (x — ¢)"e(x).

Ou, f(x) = P(z — ¢) + o((x — ¢)™) sur un voisinage de ¢ dans I.

— Thm : Le DIi,(c) est unique.

— Ex : Fonctions polynomiales, -— = >";'_ z¥ + o(z"

— Thm : f est continue (ou se prolonge par continuité) en c ssi elle admet un DLg(c).
f est dérivable (ou se prolonge en une fonction dérivable) en c ssi elle admet un
DLl(C).

— Contre-ex : f(z) = z®sin(1) admet un DLy(0) mais est seulement prolongeable de
facon C! en 0.

— Thm : Formule de Taylor-Young : Pour ¢ € I, si f € D™, alors elle admet un DL, (c)
donné par f(z) =>,_, f(lz),(c)( —o)f +o((x —e)).

— Taylor-Intégral : Si f € D" le o((x — ¢)™) du théoréme précédent vaut :
SR @t

—Ex:e"=3", % + o(x™), cos(x) = Zk (%), x% + o(z?m).

— Ex: Pour s € R, (14 x)® —1—|—st—(5’€+1) kto(am).

— Rem : Si f est D* pour n < k, un DL, (c) de f donne les dérivées de f en c.

— Rem : On peut effectuer un changement de variables dans le DL. Ainsi, en translatant

on peut passer d'un DL, (c¢) & un DL,(0).
k
— Ex: f(z) =cos(yz) =), ((_2,3! 2% + o(z™), donc f*)

) sur un voisinage de 0.

0) = Gir-

On ne va regarder que les DL en 0 par la suite.

2.

Opérations sur les développements limités. —

— Thm : Pour f,g ayant des DL,,(0), f(x) = P(z)+o(z"),g(z) =
R, A\.f, f+g, f.g ont des DL, (0) dont on trouve 'expression. (fg(zx)
ol R(X) = P(X)Q(X) mod(X™))

— Ex: DL,(0) de ch,sh.

— Thm : Pour f,g ayant des DL, (0), f(z) = P(x) + o(z"™),g(x) =

9(0) = 0, f 0.g(x) = R() +o(a") o R(X) = P(Q(X)) mod(X")

— Ex : sin(sh(z)) — sh(sm( )) = 2’ + 2pat! + o(x19).

— Cor : Sifaun DL,(0) et f(0) # 0, en écrivant f(z) = f(0)(1 — g(x)), on peut
calculer un DL, (0) de = ﬁ— par composition des DL de g et de z +— ;=

Q(z)+o(z™), et X €
= R(z)+o(z")

Q(x) + o(z™), et

— Rem : Si f réalise un C"-difféomorphisme, on peut aussi calculer un DL, (0) de f~!
car f~lo f(xr) = x =  + o(x™). On cherche donc & calculer les coeffs de P tel que
P(Q(X)) = X mod(X™), pour f(z) = Q(x)+ o(z™)

— Ex: f(z) = 2+ In(1 + z) est un C*-difféom de ] — 1,+oo[— R et f~(z) =

2 3
L4+ — 554 o(a?)

. Développement asymptotique. —

— Def: On appelle échelle de comparaison au voisinage de ¢ un ensemble F de fonctions
défininies sur un voisinage de ¢ (¢ € RU {£o0}) telles que :
1) Vo € E, VYV voisinage de ¢, 3z € V — {c} tq ¢(x) # 0.
2) Vo, € E, 9 # ¢ = ¢ = o(¢h) ou Y = o(¢p).

~ Ex: (@ = ¢ )azos (¢~ 0)")nez, en o
(z%.In(2)?) o per en +oo.

— Def : On dit que f admet un développement asymptotique au voisinage de ¢ rel-
ativement a E si sur un voisinage épointé de ¢ on a une écriture de la forme

f(x) = Y, arpr(z) + o(pn(x)), pour un n > 0, avec ap, € R et ¢ € E tq
Prt1 = 0(k)-
— Ex: E=((z")n>0). Un DA, (0) relativement a E est un DL, (0).

— Thm : Si f admet un DA, (c) relativement a E, il est unique.

— BEx:a'/* =1+ logw(x) + 1 (log(T)) + o(l"im))) au voisinage de +oo.
— Pro : Méthode pour les fonctlons définies implicitement.

— Ex : y® + y = z au voisinage de +o0.

. Développements asymptotiques et intégration. —

. Intégration et dérivation de DL. —

— Thm : Soit f C! sur un voisinage de 0. Si f” admet un DL, (0) avec f'(z) = >, apx*+
o(x™), alors f admet un DL, 11(0) avec f(x) = f(0) + 3, 252" + o(a™ ).

— Ex: In(1+ x), arctan(z)

— Thm : Si f est C! sur un voisinage de 0 et si f(z) = P(x) + o(2") et f'(z) =
Q(x )+0( —1), alors Q=P".

— Ex: = 2 (75)a" + o(a™).

- Contre ex: f(a:) =?sin(2). f(z) = 0+o(a?
0+ o(x), car f’ n’est pas C* en 0.

— App : Stabilité de I'équilibre d’une EDO : Pour f € C'(R%,R%), on considére
y' = fly(t)), t € R. Soit yo € R? un équilibre (f(yo) = 0 donc y(t) = yo est une
solution).

Si yo est asymptotiquement stable pour le systéme linéarisé ¢/ (t)
alors il est pour y' = f(y(t)).

), mais f'(x) = a:(2xsm(1) cos(l)) #+

= D fyo (y(t) = vo),

. Sommation des relations de comparaison. —



Thm : Soient f,g: [a,b[— R, g > 0, continues par morceaux.
i) Si f;g(t)dt diverge et si f = o0y(g), alors [ f(t)dt = oy ([ g(t)dt).

i) Si f;g(t)dt converge et si f = op(g), alors fwb ft)ft= ob(ffg(t)dt).
Rem : On a des résultats analogues pour Oy et ~y.
Ex : On retrouve In(z) = 0400(2*), Vs > 0.

arccos(z) = V21 —z + 6—\1@(1 — )% +01((1—2)?)

— Ex:

2. Suites définies implicitement. —

— Ex : Soit @, la solution dans Jnm, m(n + 1)[ de tan(z) = x. Alors on a z, =
wr+ % - & +old
— Ex : Soit @, la solution de 2" — nz + 1 = 0 dans ]0, 1[. Alors z,, ~ L.

. . . _ _ log(n)
Contre-ex: Sis > 1, f1+oo % converge, et Vb > s, tlb = 0+00(t%)7 mais ([ %)([ &)~ » Ex : Soit z, la solution de 2" —z —n = 0 dans |1, +o0c[. Alors z, = 1+ % +

1 v /\J1 s

0.

Ex: DA, (+00) de L;(z) = f; %

Ex : DA,(0) de [ ¢ dt

x

. Etudes d’intégrales a paramétres. —

Thm : Méthode de Laplace

Cor : Formule de Stirling : T'(t +1) = fOJrOO e tatdt ~ oo V2mt(L)".
Ex pour la Méthode de Laplace.

Méthode de la phase stationnaire

Appli : Fonction d’Airy

. Développements asymptotiques de suites et de séries. —

. Suites récurrentes. —

Def : Soit T un intervalle de R et f: I — R tq f(I) C I. On appelle suite récurrente
une suite vérifiant ug € I et upt1 = f(un).

Théoréme du point fixe de Picard : Pour F un fermé de R et f : FF — F qui est k-
Lipschitzienne, k < 1, f admet un unique point fixe s dans F et toute suite récurrente
Un41 = f(un) converge vers s.

On a méme : |u,41 — 8| < kluy, — s| < k" Flug —s|. (vitesse de convergence linéaire)
Def+Pro : On dit que w,, converge quadratiquement vers s ssi il existe 0 < M <
min(1, ﬁ) tel que |uny1 — s| < M.|u, — s|?.

on+1 n n _ 2m
2 2" (Muo—s])
On a alors |u, — s| < F 57— Jug — 5| <M 7 .

Dev : Méthode de Newton polynomiale : Pour P un polynéme réel a racines réelles

simples Ay < --+ < A, la fonction @ : x € [\, +oo[— x — 5,((92) € [Ar, +00[ est bien
définie.
Pour tout zg € [A, +o0], la suite récurrente définie par x,; = ®(x,) converge

C . N P (A,
linéairement vers A, et quadratiquement apcr, avec x, 11 — A\, ~ % -7 ((A )) (xn — a)z.

App : Cela permet d’approcher rapidement des zéros de polyndémes comme z"™ — a
pour calculer des racines n-ieémes de réels ou d’entiers.

Si P est un polynéme a coefficients rationnels, alors x,, € Q.

Pro : Méthode des petits pas

Ex :

Pro : Méthode d’accélération

0( logén) )

— Ex : Soit z,, Pextremum de %(z) dans [r(n — §,na]. Alors @, = nm — = + o(1)

et f(zn) ~ %
— Ex : Soit z, la solution de tan(z) — th(z) = 0 dans |nm,7(n + 1)[. Alors z,, =
nw— T — e /272 4 p(e=2"T)

3. Séries numériques. —

— Thm : Encadrement intégral de >, f(k) pour f: R, — R décroissante.

— Thm : Soient ) u, et ) v, deux séries a termes positifs, avec u,, ~ vy,.
1) Si )", uy, converge, alors ) v, aussi et Y, o up ~ > s, Uk
2) Si 3=, uy, diverge, alors 3, v, aussi et S, o up ~ >, -, k.

— App : Le développement asymptotique de H,, = 1 + i+ et % est H,, =log(n) +
Y+ 5 +0(5), ot v = lim((H, — log(n)),).

— Rem : On a les mémes résultats pour u, = O(v,) et u, = o(vy,).

— App : Série de Bertrand

— Dev : Ordre moyen de ® et o : Un ordre moyen de o(n) = > d|nd est z — %zx, et
anx On = 71“—;:52 + O(zlog(x)).
Un ordre moyen de l'indicatrice d’Euler ® est =z +— %x, et > <. 0n = %1’2 +
O(zlog(x)).

— Thm : Roabe-Duhamel : Si <+ =

>, Un converge ssi a > 1.

1 . A
TTEr00%) alors u,, ~ < pour un A € R. Donc

— App : La série de terme général u,, = % est divergente.
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